МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ ВАГОМИХ ЧАСТИНОК У ЗАВИХРЕНОМУ ПОТОЦІ ГАЗУ by Антонов, А.М. et al.
ISSN 1813–1166 Вісник НАУ. 2005. №1 105
УДК 533.5 
1А.М. Антонов, канд. фіз.-мат. наук  
2Г.М. Франчук, д-р техн. наук  
3О.В. Хорошилов, канд. фіз.-мат. наук 
4Є.О. Бовсуновський 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ ВАГОМИХ ЧАСТИНОК  
У ЗАВИХРЕНОМУ ПОТОЦІ ГАЗУ 
1, 2, 3 Інститут екології та дизайну НАУ, e-mail: fod@nau.edu.ua 
3 Київський національний університет імені Тараса Шевченка, e-mail: pokrovis@mail.ru 
Розроблено методику розрахунку траєкторій малих вагомих частинок у завихреному потоці 
газу, що підводиться через пористу поверхню тіла, яке рухається з надзвуковою швидкістю. 
Вступ 
Дослідження інтенсивного масопереносу на 
поверхні тіл, що знаходяться у високошвидкісному 
потоці газу, мають значний інтерес як з метою вдос-
коналення систем теплозахисту літальних апаратів, 
так і для розробки можливих засобів керування їх 
аеродинамічними характеристиками.  
Особливе місце займає проблема вивчення 
руху поблизу тіла вагомих частинок, які 
з’явилися в потоці газу або внаслідок руйнуван-
ня пористого поверхневого шару, через який 
здійснюється вдув з метою керування аеродина-
мічними характеристиками літального апарату, 
або через пошкодження його теплозахисного по-
криття під час гальмування в щільних шарах ат-
мосфери.  
Одним зі способів дії на поверхневий шар 
об’єкта є керування поверхневим шаром шляхом 
активізації потоку за рахунок його завихреності. 
Звичайно завихреність створюють за допомогою 
перешкод – турболізаторів або розташованих на по-
верхні поперечних заглиблень – вихроутворювачів.  
У даній роботі пропонується більш інтенсив-
ний спосіб керування поверхневим шаром за до-
помогою потоку газу, що підводиться через по-
ристу поверхню тіла, яке рухається з надзвуко-
вою швидкістю.  
Такого типу задачі актуальні також при  
вивченні екологічних проблем при моделюванні 
забруднення атмосфери фрагментами природно-
го та штучного походження під час застосування 
авіаційної та ракетно-космічної техніки. Кількіс-
ний опис ступеня забруднення такими фрагмен-
тами порівняно з каталогізованими суттєво 
ускладнений. Це пов’язано, по-перше, з обмеже-
ними можливостями засобів вимірювань (мале 
відношення: сигнал/шум), по-друге, з великою 
кількістю малих фрагментів.  
У зв’язку з цим перспективним є створення 
вимірювальних систем космічного базування, які 
проте самі не повинні суттєво засмічувати  
навколоземний простір. Можливість індивідуа-
льної каталогізації за аналогією з крупними кос-
мічними об’єктами є надто проблематичною і 
найближчими десятиліттями не може бути реалі-
зована.  
Для фрагментів такого типу цілком реалісти-
чним і достатньо ефективним напрямом робіт є 
створення статистичних моделей засміченості, 
які повинні максимально використовувати всю 
наявну інформацію.  
Одним із підходів до вирішення таких задач є 
математичне моделювання реальних фізичних 
явищ за допомогою примусового вдуву маси газу 
скрізь пористу поверхню тіл. Використовуючи 
такий підхід, розглянемо конкретну задачу.  
Постановка задачі  
У надзвуковому потоці з характеристиками 
швидкість V , тиск p , щільність   знахо-
диться тіло з пористою поверхнею 
)(xfy t .  
Скрізь неї здійснюється сильний, згідно з кла-
сифікацією [1], вдув газу. Інтенсивність газу, що 
інжектується, достатня аби відтіснити від тіла 
ударний шар зовнішньої течії та локалізуватися 
біля поверхні тіла [2]. При цьому утворюється 
тонкий шар змішування потоків, що набігає та 
вдувається.  
Дослідження рівнянь Нав’є – Стокса, прове-
дене за допомогою асимптотичних методів для 
випадку інтенсивного вдуву, дозволяє поділити 
область течії газу від стрибка ущільнен-
ня )(xfy s  до пористої поверхні )(xfy t на 
дві нев’язкі зони [1–3]. При цьому цілком припу-
стимо замінити тонкі порівняно з розміром тіла 
ударну хвилю та шар змішування потоків двома 
поверхнями (стрибком ущільнення та поверхнею 
контактного розриву), на кожній з яких повинні 
виконуватися відповідні крайові умови (див. ри-
сунок).  
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Для стрибка ущільнення це умови Гюгоніо 
[4], а на поверхні контактного розриву – умови 
непротікання і неперервності тиску [5]. 
Таким чином, з’являється можливість сфор-
мулювати для кожної області течії (зони І та ІІ) 
відповідну крайову задачу з вільною межею, 
оскільки положення та геометричні параметри 
вказаних поверхонь заздалегідь невідомі і підля-
гають визначенню в процесі розв’язання задачі. 
Зрощування рішень зовнішньої і внутрішньої 
крайових задач буде здійснюватися на поверхні 
контактного розриву )(xfy k . 
Газодинамічна задача  
Розглянемо внутрішню течію газу (див. рису-
нок, зона ІІ), в якому рухається вагома сферична 
частинка з радіусом pr , густиною t  і коефіці-
єнтом опору dc .  
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Положення стрибка ущільнення і поверхні  
контактного розриву 
Для визначення газодинамічних параметрів 
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де u , v  – проекції вектора швидкості на осі x та 
y  відповідно; p ,   – тиск і густина газу, що 
вдувається.  
На поверхні пористого тіла )(xfy t  задані 
умови вдуву газу:  
)()( xuu txfy t  ; 
)()( xvv txfy t  . 
На поверхні контактного розриву )(xfy k   
виконуються умови непротікання та неперерв-
ності тиску: 
,)( 0 xfy kv       
)()( xfyxfy kk pp   21 ,   
де 1p , 2p  –тиск у зонах І та ІІ відповідно. 
Вводячи функцію току   , таку, що 
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і вважаючи газ нестисливим, із системи рівнянь 
(1) отримаємо:  
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де )(  – деяка функція, яка характеризує сту-
пінь завихреності внутрішнього потоку.  
Тоді на поверхні тіла необхідно, щоб викону-
валися умови: 
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а на поверхні контактного розриву внаслідок 
умови непротікання: 
1cxfx k  const))(,( .      (4) 
Дослідження руху вагомої частинки  
Розглянемо рух вагомої частинки в потоці газу, 
що вдувається. У загальному випадку для дослі-
дження переміщення твердої сферичної частинки 
використовують математичну модель, яка сформу-
льована в праці [6]. Однак у межах зроблених при-
пущень відносно газодинамічних параметрів задачі 
буде цілком обґрунтовано застосувати моделі, які 
були запропоновані в працях [7; 8].  
Рівняння руху частинки запишемо у вигляді 
балансу сил інерції, опору і ваги [7]: 
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pt UUq  , 
де сd – коефіцієнт опору. 
Рівняння (5) необхідно доповнити початкови-
ми умовами, тобто задати початкове положення 
частинки 
00 00 pppp yyxx  )(    ,)(  
і початкові значення компонентів її швидкості 
00 00 pppp vyux  )(   ,)(   
відносно декартової системи координат у почат-
ковий момент часу.  
Примітка. Тут і далі символом  “.” будемо позна-
чати диференціювання за часом.  
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Вводячи безрозмірні змінні за допомогою 
співвідношень  
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і прийнявши до уваги, що 
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отримаємо рівняння (5) в проекціях на вісі ox   
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де К – релаксаційний параметр, який характери-
зує міру можливості частинок досягати локаль-
ного значення швидкості газу [7; 9]; Fr  – число 
Фруда. 
Початкові умови (6) у безрозмірному вигляді 
запишемо так:  
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Приклад розв’язання задачі  
Розглянемо тепер крайові задачі (2)–(4) для 
випадку обтікання клину, коли  
,axft   bxfk         (0< a <b ),    (8) 
а функція    k , де  , k  – параметри за-
дачі. 
Використовуючи методику групового аналізу, 
введемо групу з базисом (2) та перетворенням 
.CyByxAx  ;;                   (9) 
Тоді рівняння (2) з урахуванням (8) має ви-
гляд 
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Умова інваріантності перетворення відносно 
групи дає: 
,ACBA     ;  
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2    
Тоді з перетворення виразів (9) отримаємо: 
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Увівши у вирази (10), (11) нові змінну 
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функцію )(F  , знайдемо з рівняння (11): 
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Підстановка співвідношень (12) у рівняння (2) 
після деяких перетворень і спрощень дає:          
  .F
FFF
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На поверхні тіла  a , граничні умови, що 
записані в нових змінних, мають вигляд:     tt uxuaF  ;       tvaFaaF  ,  (14) 
на поверхні контактного розриву  b  умова 
непротікання:   1cbF  ,      (15) 
умова неперервності тиску: 
.21 pp        (16) 
Визначивши значення 1p  у зовнішньому по-
тоці за допомогою формули Аккерета для тиску 
в надзвукових течіях газу [10], а значення 2p  у 
внутрішньому потоці – завдяки інтегралу Бернуллі 
[5], після підстановки в рівняння (16) і переходу 
до змінних (2) отримаємо: 
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де  0H  – константа Бернуллі. 
Ураховуючи умову непротікання (4) і співвід-
ношення (12), одержимо: 
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Звідки випливає, що необхідною умовою для 
повного переходу до змінних   та  F  є рів-
ність 1  або 1k . 
Увівши у формулу (17) константу   
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після деяких перетворень отримаємо остаточне 
співвідношення, яке випливає з умови неперер- 
вності тиску на поверхні контактного розриву: 
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Отже, ми одержали крайову задачу (13) з гра-
ничними умовами (14)–(16), (18), яка дає змогу 
визначити газодинамічні параметри внутрішньо-
го потоку. Таким чином, нами сформульовано 
дві крайові задачі, перша з яких описує рух ва-
гомої частинки в потоці газу, що вдувається – 
рівняння (6) з початковими умовами (7), (14), а 
друга визначає газодинамічні параметри цього 
потоку – рівняння (13) з граничними умовами 
(14)–(16), (18). 
Висновки 
Для числових розрахунків траєкторії частинок 
у достатньо широкому діапазоні параметрів за-
дачі запропонована математична модель, яка 
може бути застосована при розгляді тригерних 
ефектів під час запусків ракет.  При запусках ра-
кет можливе виникнення тригерних механізмів 
протікання процесів в озоновому шарі. У цьому 
випадку невелика за кількістю активна домішка 
або незначна енергетична дія може викликати 
ланцюгову реакцію з наслідком, який багатокра-
тно перевищує початкову дію. Одним зі шляхів 
здійснення тригерного ефекту може бути виник-
нення або різке збільшення потоку енергетичних 
частинок в результаті запуску ракет. Гальмівне 
рентгенівське випромінювання, яке виникає при 
проходженні високоенергетичних частинок в 
атмосфері, створює додаткову іонізацію на стра-
тосферних рівнях і завдяки додатковій кількості 
окису азоту  впливає через азотний каталітичний 
цикл на концентрацію стратосферного озону. 
При теоретичній оцінці кількості озону, що руйну-
ється, необхідно розглядати складний процес взає-
модії продуктів згоряння ракетного палива з компо-
нентами атмосфери, під час якого одночасно проті-
кають газодинамічні, хімічні (гомогенні і гетероген-
ні), а також фотохімічні процеси, які описуються 
складними математичними моделями [11].  
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